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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ 

КОШИ-РИМАНА С КВАТЕРНИОННЫМ ПАРАМЕТРОМ 

Сатторов Э.Н., Рустамов С.У. 
 

Аnnotatsiya 
Ushbu ishda kvaternion parametrli umumlashgan Koshi-Riman tenglamalar 

sistemasi yechimini uch o‘lchamli fazodan olingan soha chegarasining bir qismida 
berilgan qiymati bo‘yicha shu sohaga davom ettirish masalasi o‘rganilgan. 

Kalit so‘zlar: umumlashgan Koshi-Riman sistemasi, Koshi masalasi, 
nokorrekt masala, Tixonovning regulyarlashtirish metodi. 

Аннотация 
В данной работе изучается задача продолжения решение обобщенной 

системы Коши-Римана с кватернионным параметром по заданным значениям 

на части границы данной области в трехмерном пространстве. 
Ключевые слова: обобщенная система Коши-Римана, задача Коши, 

нокорректная задача, метод регуляризации по Тихонову.  

Abstract 
In this work, the task of continuing the solution of the generalized Cauchy- 

Rimann system with a quaternionic parameter according to the specified values on 
parts of the boundary of this domain in the three-dimensional space.  

Keywords: generalized Cauchy-Rimann system, problem Cauchy, ill-posed 
problem, Tikhonov regularization method.  

Введение 
Рассматривается задача аналитического продолжения решения системы 

уравнений, которая является обобщением [1]-[3] системой Моисила-
Теодореску, трехмерным аналогом уравнений Коши-Римана, важность 

которых в физических приложениях привела к далеко идущем обобщениям 

[4]-[6]. 
Метод указанных результатов основан на конструкции в виде 

фундаментального решения оператора D , зависящего от положительного 

параметра,  исчезающего при стремлении параметра к бесконечности на  , 
когда полюс фундаментального решения  лежит в полупространстве 03 y . 
Следуя М.М.Лаврентьеву и Ш.Ярмухамедову матрицу фундаментальных 

решений с указанным свойством назовем матрицей Карлемана для 

полупространства [7], [8]. После построения матрицы Карлемана в явном 

виде формула продолжения, а также регуляризация решения задачи Коши 

выписываются в виде обобщенной пространственной интегральной формулы 

Коши. 
Пусть 3R -вещественное трехмерное евклидово пространство,  
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11 )()( xyxys  ,  2

33
2 )( xysxyr  ,  - ограниченная  односвязная 

область в 3R  с границей   состоящей из компактной связной части   
плоскости 03 y  и гладкого куска поверхности S  Ляпунова, лежащей в 

полупространстве 03 y ,   ,  S . Относительно S  будем 

предполагать, что каждый луч, выходящий из любой точки x  области  , 
пересекает эту поверхность самое большее в l  точках. )(A  - совокупность 

вектор-функций класса ). (1 C  удовлетворяющих обобщенной системы 

Коши-Римана в   .  

Постановка задачи и конструкция матрицы Карлемана 
    Рассмотрим систему уравнений   [9]    

0,00   fdivff , 0][ 000  fffrotffgrad                 (1) 

где ),,( 321   , Ck  , 3,2,1,0k ; ),,( 321 ffff  , 0f - векторная и скалярная 

функции соответственно. 
 Пусть Q -множество комплексных кватернионов, т.е. если Q , то 





3

0k
kk i , где ki , 3,2,1,0k  - базисные кватернионные векторы, Ck  , 

3,2,1,0k . По определению, для i - мнимой единицы из C  - выполняются 

соотношения iiii kk  , 3,2,1,0k . Обозначим  





3

1
:

k
kk i , 



  0: , через   

подмножество Q  делителей нуля. Через  обозначим подмножество Q  
делителей нуля.  

На кватернионнозначных функциях вида 



3

0
)()(

k
kk ixfxF , 3Rx  , 

3,2,1,0k  определим оператор FMDFD )(: 

  , где 
 




3

1
:

k k
k x

iD - оператор, 

обобщающий двумерный оператор Коши-Римана (см. например [3]); 

 FFM : . Тогда уравнение 0FD  является эквивалентной записью 

системы (1). Обозначим через )(A  совокупность функций, решений 

оператора D  в   и непрерывных на    . 
Постановка задачи. Требуется определить регулярное решение )( yF  

системы (1) в области  , исходя из ее данных Коши, заданных на 

поверхности S :  
)()( ygyF S  , Sy                                 (2) 
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где 



3

0
)()(

k
kk iygyg - заданная непрерывная кватернионнозначная функция. 

Пусть вместо )(yg  заданы ее приближения )(yg  с точностью 

)1,0( (в метрике C ). В данной работе строится семейство вектор-функций 

 FgxF ),( , зависящее от параметра  , и доказывается, что при некоторых 

условиях и специальном выборе параметра )(   при 0  семейство )(xF  
сходится в обычном смысле  к решению задачи (1),  (2). 

Следуя [10], функцию )(xF  назовем регуляризованным решением 

задачи Коши для обобщенной системы Коши-Римана. Регуляризованное 

решение определяет устойчивость метода приближенного решения задачи.  
С использованием результатов работы [7], [8], [11], [12]  по задаче 

Коши для уравнений Лапласа и Гельмгольца в данной статье построена 

матрица Карлемана в явном виде и на ее основе – регуляризованное  

решение задачи Коши для системы (1). В [13] приведены теоремы 

существования матрицы Карлемана и критерий разрешимости более 

широкого класса краевых задач для эллиптических систем. Ранее в [13], [14] 

было доказано, что матрица Карлемана существует во всякой задаче Коши 

для решений эллиптических систем, если только данные Коши задаются на 

граничном множестве положительной меры. Поскольку в данной статье речь 

идет о явных формулах, то построение матрицы Карлемана в элементарных 

и специальных функциях представляет значительный интерес.  
Функция Карлемана задачи Коши для уравнения Лапласа и близких к 

ней случаях, когда SD \  - часть поверхности конуса, построена в [8]. 

Матрицу Карлемана для уравнения Коши-Римана в случае, когда S - 
произвольное множество положительной меры, построил Л.А.Айзенберг 

[14]. Развивая идею С.Е.Мергеляна [15], указавшего способ построения 

функции Карлемана в задаче Коши для уравнения Лапласа в случае, когда S  
- кусок с гладким краем границы односвязной области, на основе теорем об 

аппроксимации в [13] построена матрица Карлемана для эллиптических 

систем.  
 Когда 0),(: 0    система (1) является хорошо известной [1] 

cистемой Моисила-Теодореску, для которой в [16], [17] получена формула 

аналитического продолжения голоморфного вектора по ее значениям на 

куске границы и аналог теоремы Фока-Куни. При 00  , Rk  , 3,2,1k  
задача аналитического продолжения обобщенно голоморфного вектора  

изучена в работе [18]–[19] и для однородной системы уравнений Максвелла 
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изучена в работе [20]–[21]. В этой работе приводим аналогичную формулу 

для оператора D .  
 Когда C , т.е. 0  , фундаментальное решение G  оператора D  
может быть найдено по формуле  (ср. [3] с. 76) 

)()]([)( 12 

  xxixxhxhDxG  ,                           (3) 

где  xiexxh 

 
 1)4(:)( - фундаментальное решение оператора Гельмгольца 

I2  (см. например, [22]).  

 Обозначим )()2(: 1


   FFP , )()2(: 1


   FFP .  
Тогда справедливо следующее непосредственно проверяемое равенство:  

FPDFPDFD                                           (4) 

где      0 ,   0 , C , 22


  .  
Заметим, что операторы P и P  являются взаимно допольнительными 

проекторами, коммитирующими с операторами D и D .  
Определение 1.  Функция  


















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
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
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,0,

,0,][

,0;

:
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


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













иhG

иGPGP

иGG

иGPGP

G                                      (5) 

является фундаментальным решением оператора D .  
Следуя [8], приведем  
Определение 2. Функцией Карлемана задачи (1), (2) называется 

функция 

K , удовлетворяющая следующим двум условиям:  
1) ),(),(),( yxNyxGyxK 





  ,  
где  - положительный числовой параметр, функция ),( yxN 

  по переменной 

y  удовлетворяет системе (1) всюду в области  , ),( yxG  - функция 

фундаментальных решений оператора D ; 
2)  

T
ydSK )(

  при фиксированном x , где 0)(   при  ; здесь и 

далее 

K  означает евклидову норму.  
 Поскольку функция Карлемана отличается от функции 

фундаментальных решений на решение транспонированной системы, то 

интегральная формула Коши остается справедливой, если в ней заменить 

фундаментальное решение на функции Карлемана.  
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 С целью построения приближенного решения задачи (1), (2) 

рассмотрим четыре случая: 

1)    и 02


  

    )(
2
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 



                          (6) 
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
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


 2
33

2
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2

0
2

)()(Im
2

1)( 


 ,                              (7) 

 



 



 



 Ф
x
Ф

iФDФxФD
k k

k

3

1
)()( ,                                (8) 

)(wK -целая функция комплексного переменного, вещественная при 

вещественном ivuww , , где vu, -действительные числа, и 0)0( K ,  для 

всех 0R  существует 0RC   
         



))(Im)(Im)(( 2

Im,Re
wKwwKwwKSup

RCwRw
.                        (9) 

При вещественном w  из вещественности )(wK  имеем )()( wKwK  . Тогда из 

(9) следует, что для всех 0R   
        



)()Im1()()Im1()( 2

Re
wKwwKwwKSup

Rw
.                        (10) 

Так как 
























)(2
)()()()(

2
1)(Im 22 uri

wKwwKw
w
wK

w
wK

iw
wK  

22

2
33 )()(Im)(

ur
wKuswKxy




 , 

то (7) имеет вид  


















0
222

332 )()(Re)(Im)();,()0(2 du
ur

kuchwK
us

wKxy
kyxФK .                    (11) 

В силу того, что    
 



1
1

2
33

2
33

2
33 )()()( t

tustixyKusixyKusixyK  

dtustixyKusi 




1

1

2
33

2 )( ,  

из (9)  и  (10) следует, что при  xy    интеграл в (4) абсолютно сходится.  
 Если 1)( wK , то функция  );,( kyxФ  является классическим 

фундаментальным решением уравнения Гельмгольца, то есть  
rkie

r
krФkyxФ 

4
1);();,( 0 .  
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Можно показать, что  
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3)   и 00  . Заметим, что в этом случае 22
0


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Справедливо обобщенная интегральная формула Коши аналогично [9]. 
Теорема 1. Пусть )(ker  CDF  , Q . Тогда  
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 ydSyFynyxhxFV )()()(:))((  ,  C , 3Rx ,                         (15) 

)( yn - внешняя нормаль к   в точке y .  
Поскольку функция Карлемана отличается от фундаментальных 

решений на решение, транспонированной системы, то интегральная формула 

Коши остаётся справедливой, если в ней заменить фундаментальное решение 

на функцию Карлемана   
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   Положим  
))(()( xFKxF 

  , x .                                         17) 
Верна следующая  

Теорема 2. Пусть )(ker  CDF  , Q . На части T  границы   
удовлетворяет условию  

MyF )( ,                                                     (18) 
где  M - заданное положительное число. Тогда для любого x  и 0  
справедливо неравенство  
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