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Annotatsiya: Ushbu maqolada sferalar oilasi bo‘yicha fazoda 

funksiyani tiklash masalasi qaraladi. Yechimning yagonaligi masalani 

Volterraning birinchi tur keyin esa ikkinchi tur integral teglamasiga 

keltirish yo‘li bilan isbotlanadi.  
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Аннотация: В статье рассматривается задача восстановления 

функции по семействам сфер в пространстве . Доказывается  

единственность решения задачи путем сведения к интегральному 

уравнению Вольтерра первого, а затем второго рода. 
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Abstract: The dissertation considers the problem of recovering a function 

from families of spheres in space. The uniqueness of the solution of the problem 

is proved by reducing it to the Volterra integral equation of the first and then 

the second kind.  
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Введение  

Математическое исследование проблем, возникающих в 

таких практически важных и интенсивно развивающихся областях, 

как интерпретация данных геофизических и аэрокосмических 

наблюдений, сейсморазведка, медицинская томография и т.д., часто 

приводит к задачам интегральной геометрии. Так, например, 

линеаризованная задача интерпретации данных сейсморазведки и 

линеаризованная обратная кинематическая задача эквивалентны 

соответствующим задачам интегральной геометрии. Поэтому 

задачи интегральной геометрии являются одной из актуальных 

проблем теории дифференциальных уравнений и математической 

физики.  

Рассмотрим функцию 

( )

( , ) ( ) ( )
S y

x y u x d f y   .                                 (1) 

Интегральная геометрия есть раздел математики, в котором 

изучаются различные взаимоотношения между элементами, входящими в 

(1). Мы будем считать, что в (1) ( )S y , ( , )x y , ( )f y  заданы и 

рассматривать (1) как линейное операторное уравнение  относительно 

функции ( )u x  [1]. 
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Первые результаты по единственности и устойчивости задач 

интегральной геометрии В случае, когда многообразия, по которым 

ведется интегрирование, имеют вид параболоидов и инвариантны 

относительно группы всех движений, параллельных (𝑛 − 1)-мерной 

гиперплоскости, получены В.Г.Романовым [2,3].  

В работе М.М.Лаврентьева [6] была предложена весьма 

плодотворная идея сведения широкого класса задач интегральной 

геометрии к исследованию уравнения эволюционного типа для 

некоторой вспомогательной функции. Это, в частности, позволило 

доказать теорему единственности решения исходной задачи. 

Отметим, что задача определения функции по ее сферическим 

средним   путем сведения к некоторому дифференциальному 

уравнению изучалась в монографии [5]. Следует упомянуть также 

работу [4], в которой изучались другие классы вольтерровых задач 

интегральной геометрии. 

Новые классы задач интегральной геометрии получили свое 

развитие в работах Акр. Х. Бегматова [7-15]. В его работах 

изучались задачи интегральной геометрии вольтерровского типа на 

плоскости и в пространстве.  

В работах [16-19] изучены новые классы задачи интегральной 

геометрии и введены новые подходы к исследованию задач 

восстановления функции по весовым функциям с особенностью. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу интегральной 

геометрии для семейства поверхностей в полупространств 𝑧 ≥ 0. 

Поверхность, по которой ведется интегрирование, представляет 

собой сферу  

𝑧2 − 𝜁2 = (𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2. 

Обозначим 𝐿𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 ∈ ℝ, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐷}. 

Функция 𝑢(⋅) предполагается финитной по 𝑥, 𝑦, то есть 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 при ( , )x y D , где 𝐷 - ограниченная область на 

плоскости 0z  . 

Задача 1. В полупространств 𝐿𝐷 восстановить функцию трёх 

переменных 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), если известны интегралы от нее по поверхностям 

семейства {ϒ(𝑥, 𝑦, 𝑧)}: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑞(𝑧, 𝜁)𝑢(𝜉, 𝜂, 𝜁)
ϒ(𝑥,𝑦,𝑧)

𝑑𝜔,                                 (2) 

где произвольная поверхность семейства представлена выражением 

ϒ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = {(𝜉, 𝜂, 𝜁): 𝑧2 − 𝜁2 = (𝑥 − 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2, 0 ≤ 𝜁 ≤ 𝑧 ≤

𝐷}. 

Предложение 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) известна для всех , ,x y z  

из полупространств 𝐿𝐷, весовая функция 𝑞(𝑧, 𝜁) =
1

√𝑧2−𝜁2
. 

Тогда решение уравнения (2) в классе дважды непрерывно 

дифференцируемых финитных функций с носителем в полупространств 

𝐿𝐷 единственно. 
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Доказательство. Запишем уравнение (2) в следующем виде: 

0

1
( cos , sin , ) ( , , ),

z

u x y d d f x y z





      




                (3) 

где 
2 2

1

z






. 

Применим к обеим частям уравнения (3) преобразование 

Фурье по переменной х:  

0

1 1 1
( , , ) ( cos , sin , )

2 2

z

i x i xe f x y z dx e u x y d d dx



 



      
 

 

  

     

, 

0

1ˆ ( , , ) ( cos , sin , )

z

i xf y z e u x y dx d d







       




 

 
    

 
  

 

( cos ) cos

0

1
( cos , sin , )

z

i x ie e u x y dx d d



    



      




 

 

 
    

 
  

 

cos ( cos )

0

1
( cos , sin , )

z

i i xe e u x y dx d d



    



      




 

 

 
    

 
  

 

cos

0

1
ˆ( , sin , ) .

z

ie u y d d



 



     






                                  (4) 

Применим к обеим частям уравнения (4) преобразование 

Фурье по переменной y:  

cos

0

1 1 1ˆ ˆ( , , ) ( , sin , )
2 2

z

i y i y ie f y z dу e e u y d d dy



   



      
 

 



  

    

. 

cos

0

1ˆ̂
ˆ( , , ) ( , sin , )

z

i i yf z e e u y dy d d



  



       






 

 
   

 
  

cos ( sin ) sin

0

1
ˆ( , sin , )

z

i i y ie e e u y dy d d
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 cos sincos sin

0 0

1 1ˆ ˆˆ ˆ( , , ) ( , , )

z z
ii ie e u d d e u d d

 
       

 

         
 

  

 

     

 

 cos sin

0

1ˆ̂( , , )

z
i

u e d d


    



    


 



    

 2 2 cos sin

2 2
0

1ˆ̂( , , ) .

z
i z

u e d d
z


    



    


  






   

Мы получили интегральное уравнение Вольтерра первого рода 

относительно функции  ˆ̂( , , )u     

0

( , , , ) ˆˆ ˆˆ( , , ) ( , , )

z
I z

u d f z
z

  
     





                                 (5) 

где 

 2 2 cos sin1
( , , , )

i z
I z e d

z


    



   


  






                          (6)                          

Исследуем уравнение (6). В интеграле (6) сделаем замену  

2 2cos sin sin( ), , ;0 0; .
2 2

k k
 

        
   

         
   

 

Таким образом, уравнение (6) примет вид 

2 2 sin( )1
( , , , )

i z k
I z e d

z


  



   


  



 


  

2 2 2 2
0

sin( ) sin( )

0

1 i z k i z k
e d e d

z


     



 


     



 
      

   

 1 2

1
( , , , ) ( , , , ) .I z I z

z
     


 


 

2 2
0

sin( )
1( , , , )

i z k
I z e d

  



     



   

sin( ) ,k v     

sin ,
v

arc k


   

2

2

,

1

dv
d
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sin sin ,k k      

 2 2sin

1
2

sin

2

( , , , )

1

k
i z v

k

dv
I z e

v






  




 







                                     (7) 

Оценим интеграл (7) 

2 2
sin

( )
1

2
sin

2

( , , , )

1

k
i z v

k

dv
I z e

v






  




 



 



  

sin

2
0

2

2

1

k
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sin

0

2
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k
v



 
  

 
2 2

arcsin(sin ) arcsin0 .
k

k
 

    

Таким образом, 

1

2
( , , , )

k
I z   


 . 

Также для 
1( , , , )I z    , если мы сделаем то же самое, что и выше, 

мы получаем выражение  

2

2
( , , , )

k
I z   


 . 

Таким образом, 

 1 2

1 4
( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

k
I z I z I z

z z
        

  
  

 

 

или 

2 2

4
( , , , ) .

k
I z

z
  

  


 
                            (8) 

Уравнение (5) имеет интегрируемую особенность на диагонали 

z  . Как видно из формулы (8), функция ( , , , )I z    непрерывна в 

области 0 z D    и  

2 2

4
( , , , ) 0.

2

k
I z z

z
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Используя выражение (5) для функции ( , , , )I z   , нетрудно 

показать, что частная производная первого порядка по переменной z  этой 

функции не имеет слабую особенность на диагонали z  : 

 
32 2

2
'( , , , ) .z

k dz
I z

z

  
  

 

 

 

Мы можем свести уравнение (5) к уравнению Вольтерра второго 

рода, применяя прием Абеля [20]. Для этого умножим равенство (5) на 

1
t z

 и проинтегрируем по z  в пределах от нуля до t . Меняя в 

возникающем повторном интеграле порядок интегрирования, находим 

0 0 0

ˆ̂
( , , ) ˆ̂( , , ) ( , , , )

t t z
f z dz d

dz u I z
t z t z z

  
     


 

  
    

0

( , , , )ˆ̂( , , ) .

t t
I z

u dz d
t z z

  
   



 
  

   
                                   (9) 

Стоящая здесь под интегралом в квадратных скобках функция 

( , , , )
( , , , )

t
I z

T t dz
t z z

  
  




 
  

имеет конечное значение, отличное от нуля, при t  . Чтобы убедиться 

в этом, сделаем замену переменной 

2 2cos sin .z t      

   2 sin cos 2 sin cos 2 sin cos .dz t d t d             

 

2 2

2 2

2 2 2

1) , cos sin ,

(1 sin ) cos ,

cos cos , cos 0, .
2

z t

t

t

    

  


    

   

 

    

 

2 2

2 2

2 2 2

2) , cos sin ,

(1 cos ) sin ,

sin sin , sin 0, 0.

z t t t

t t

t
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Тогда функция ( , , , )T t     примет следующий вид: 

2 2

4
( , , , )

t
k

T t dz
z t z z

  
   

 
   

  

 0

2 2 2 2 2 2 2 2

2

4 2 sin cos

cos sin cos sin cos sin

k t d

t t t t

   

            


 

      


 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0

8 sin cos

cos sin (1 cos ) sin cos (1 sin )

k t d

t t t



   

           


 

      


 

 2

2 2 2 2 2 2
0

8 sin cos

cos (1 sin ) ( )sin ( )cos

k t d

t t t



   

        


 

    


 

2

2 2 2 2
0

4
2 .

cos (1 sin )

kd

t





    


  
  

или 

2
2 2

0

( , , , ) 2 ( , , cos sin , ) ,T t I t d



                                      

(10) 

где 

2 2( , , cos sin , )I t        

2 2 2 2

4

cos (1 sin )

k

t    


  
. 

Отсюда, полагая t  , находим 

2

2 2 2 2
0

4
( , , , ) 2

cos (1 sin )

k
I t t d

t t t
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2

2 2 2 2
0

4
2

cos sin

k d

t t t t





  
 

  
  

2

2
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0

4 4 4
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Используя формулу (10), легко также убедиться в том, что функция 

( , , , )T t     имеет непрерывную производную по переменной  t  всюду 

за исключением диагонали t  . На диагонали  ( , , , )tT t     имеет 

интегрируемую особенность вида 1
t z

. Дифференцируя равенство 

(9) и деля на ( , , , )T t t   , получаем для отыскания ˆ̂( , , )u t   при каждом 

фиксированном   и   интегральное уравнение Вольтерра второго рода: 

0 0

ˆ̂
( , , ) 1 ( , , )ˆ ˆˆ ˆ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , )

t t

tT t t f z
u t u t d dz

T t t T t t t t z

  
    

 


 

 
 

 

с ядром, имеющим интегрируемую особенность на диагонали. Как 

следует из общей теории, решение таких уравнений единственно [20]. 

Заключение  

В этом статье была изучена задача восстановления функции по 

семействам сфер в пространстве. В этом разделе были приведены 

постановки задач восстановления функции по интегральным данным. 

Исследованы вопросы единственности решения интегральных уравнений 

Вольтерра, связанных с изучаемыми задачами интегральной геометрии. 

Были доказана единственность решения задачи путем сведения к 

интегральному уравнению Вольтерра первого, а затем второго рода. При 

доказательстве были использованы методы преобразования Фурье. 
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