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Annotatsiya. Ushbu ishda vaznli Lebeg fazosida berilgan yadrosi o‘zgarmas
bo‘lgan Hardi-Volterra operatori normasi uchun aniq giymat keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Hardi-Volterra operatori, Hardi tengsizligi, vaznli Lebeg fazosi,
operator normasi, vazn.

Abstract. In this paper the exact value is given for the norm of the Hardy —
Volterra operator of the constant kernel in the weighted Lebesgue space.
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AHHOTaIlI/Iﬂ. B HaHHOﬁ pa60Te NpeACTaBJICHO TOYHOC 3HAYCHHC HOPMBI
oreparopa Xapz[H-BonLTeppa KOHCTAHTHOI'O  AJ]pa, 3aJaHHOT'O B BCCOBOM
npoctpanctse Jlebera.

KuroueBas ciioBa: Oneparopsl Xapau-Bonreppa, HepaBeHCTBO Xapau, sapo,

BECOBBIC MpocTpancTBa Jlebera, HOpMa oreparopa, BeCh.

Kirish
Ta’rif 1.1 Vaznli Lebeg fazosi deb

]
‘ |

shartni ganoatlantiradigan (a, b) dagi barcha o ‘Ichovli funksiyalardan iborat fazoga

1
b s

r)dr| <00, 1= 5 <00

e e e e e

aytiladi va u quyidagicha belgilanadi
L (a,b)= L

bunda w — (a,b) dagi vazn funksiyasi, ya'ni berilgan intervalda o ‘Ichovli, nomanfiy
funksiya.
Buyuk Britaniyalik olim G.H.Hardi 1920 yilda quyidagi teoremani isbotladi.

Teorema 1.1 (Hardi teoremasi, [2].)Faraz qilaylik f(z) = 0, f — chekli,

(0,X) oraligda va f*—

tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi

(0,%°) da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda quyidagi
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bunda 4 soni tengsizlikning eng yaxshi konstantasidir, ya’ni tengsizlik o ‘rinli
bo ‘ladigan sonlarning eng kichigidir.
Agar

dz < 4f i (z)dz, (1.1)

aix) = | rar (1.2)

ko‘rinishda Hardi-Volterra integral operatorini garasak u holda (1.1) ni quyidagi
ko‘rinishda ham yozish mumkin:

s

L <2
2,z 2

bunda

Yugqoridagi tengsizlik va Hardi teoremasi shuni ko‘rsatadiki A operatorning normasi
uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘lar ekan

HH =9,

L= Lz.z_z

Umuman olganda vazn funksiyani ixtiyoriy o‘zgartirish bilan operator
normasini topish, bu juda murakkab masala. Hattoki vazn funksiya ixtiyoriy ratsional
funksiya bo‘lgan holda ham bu masala ochiq hisoblanadi. Lekin bunday masalalar
differensial va integral operatorlarning asosiy xossalarini o‘rganishda juda muhim
hisoblanandi.

Ushbu maqolada vazn funksiyasiga biroz o‘zgartirish kiritilishi operatorning
normasiga tasir ko‘rsatmasligi o‘rganilgan. Magqola kirish qismi, asosiy natijalar va
foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan iborat.

Asosiy natijalar
Ushbu paragrafda biz (1.2) Hardi — VVolterra operatorini ushbu holda garaymiz

( )
| |
- L
H :L/(0,1)— L {(0,1), -
| et
Ishning asosiy natijasi quyidagi teoremadir:
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Teorema 2.1. Hardi-Volterra integral operatori normasi uchun quyidagi baho

o rinlidir

o L| = (1.3)

2
rta

bu yerda

= 2.

1
—[ 7 L,(0.1)
2

(0,1),

Isbot. Yuqoridagi (2.1) tengsizlikni unga ekvivalent ko‘rinishda quyidagicha yozish
mumkin:

1 )

f 1(ff dtjd <4ff (1.4)

(
|
|
2
Ol:v‘i”a:

(2.2) tengsizlikning chap qismiga avval Gyolder tengs1zhg1n1 so‘ngra Fubini
teoremasini qo‘llaymiz
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PR funksiya kamayuvchi ekanligidan o’zining (¢,1) intervalda eng katta
(17 =)

giymatiga = = ¢ da erishishini e’tiborga olsak quyidagi bahoga ega bo’lamiz:
1 té I— 1 7§ }

J§2ff2 t —2|f:v 2dx |dt

0 1+ ¢ l t J

Bunda _r funksiya kamayuvchi ekanligidan

2
1+ ¢

1
I§4ff2t—2dt
0 1+ ¢

§4]f2tdt:4Hf
0

2
L,(0.1)

demak
2 2
1

i s

!

L,[(0,1),

L 0,1
2.2 2

(zFa7)

kelib chigadi. Bundan berilgan integral operator chegaralangan va uning normasi
uchun ushbu tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi

(

Lz'lw.,n.,

<9, (1.5)

= 1,(0,1)

|

(I+x2)2

Endi operator normasi 2 ekanligini ko‘rsatish uchun (2.3) ga teskari bahoni, ya’ni

https://journal.uzfi.uz 154 volume 2 | Issue 2 | 2024


https://journal.uzfi.uz/

Integration of science and education published: 10 August 2024

ISSN: 2992-9210
> 92

—L,(0,1)

bahoni ko‘rsatamiz. Buning uchun (2.2) tengsizlikda quyidagi test funksiyani olamiz

«

t,0<t<7

Y

(
£()=1
L

0, 7T <t

1
bunda @ > — — u holda (2.2) tengsizlikning chap tomondan bahosini ham
2

ko‘rsatish mumkin.

1 j{ x1+u \I d
| X
2 2
(1+ )" lz + 2?)
7_2(1+u) 1 1 7_1+2(\
+ dz = C
(1+ @y (z+ %) 1+ 2¢

1+2a

tengsizlikning har ikkala tomonini ga bo‘lamiz

|+ 2a
T 1+a )2 1
1+ 2c | | T(1+ 20)
2 1+« fl . 2 = d.fl: + f S C
(a4 ) (1+ a) e

(1.6)
(2.4) ning chap gismidagi ifodaning 7 = 0 nugqta atrofidagi xususiyatini o‘rganamiz.
Buning uchun bu ifodaning 7 — 0 dagi limitini Lapital goidasi bilan hisoblaymiz:

T I( x1+(1 \|2 I( 7_(1 ‘|2

S [—
o, lz + 27 o L+ 7) |
lim — = lim 0 = 1.7)
o T o (1 20)T 1+ 20
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1 T + :1;2 2 T + 7_2 2
hmTf dz = lim ( ) —hm( ) =1.
ot (ataty T 1 o
T T2
(1.8)
(2.5) va (2.6) ni (2.4) ga qo‘yib quyidagini ifodani hosil gilamiz
1 n (1+ 2q) <
1ty @ty
yoKki
2 <o
1ta
@ > — — dagi supremumini topamiz
2 - 4
sup =
r\'>7£ 1 + «
2
demak
2
HH 2> 4
L,|(0,1), ! = L,(0,1)
_ 2+ a?
ya’'ni
HH 1 = (L.9)
L,|(0.1), |7 L,(0.1)
2t 2?
(2.3) va (2.7) dan
| 1 =2
L,|(0.1), ~|7 L, (0.1)
zt 2’

ni olamiz. Bu esa (2.1) tengsizlikning to‘liq isbotlanganini bildiradi. Teorema isbot
bo’ldi.
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Xulosa. Umuman olganda yuqoridagi natijalarni s = 2 dan fargli boshga

giymatlarda ham garash mumkin edi. Bunda operator normasi

ga teng bo‘ladi.

S
Qaralgan vazn funksiyaning asosiy xususiyatlaridan biri shuki, vazn funksiya berilgan
intervalning nol nuqtasida maxsuslikka ega bo‘lib, uning cheksizlikka intilish tartibi

1 . . . . .
—, operator normasi o‘zgarmasligi uchun muhim o‘rin tutadi.
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